














A  beam  with  nonlinearly‐elastic  lateral  restraints  attached  at  discrete  points  along  its  span  is 
investigated  via  analytical  and  numerical methods.  Previous  results  for  the  critical moment  and  the 
deflected  shape based on an eigenvalue analysis of a  similar beam with  linearly‐elastic  restraints are 
discussed, along with a validation of these results against an equivalent finite element model and results 
from  numerical  continuation.  A  beam  with  nonlinearly‐elastic  restraints  is  then  analysed  with 
treatments  for  both  quadratic  and  cubic  restraint  force–displacement  relationships  being  provided. 
After formulation of the potential energy functionals, the governing differential equations of the system 
are  derived  via  the  calculus  of  variations  and  appropriate  boundary  conditions  are  applied.  The 
equations are then solved using the numerical continuation software AUTO‐07p for a standard I‐section 
beam.  The  variation  in  elastic  critical  buckling  moment  with  the  linear  component  of  the  restraint 
stiffness is tracked via a two‐parameter numerical continuation, allowing determination of the stiffness 
values  at  which  the  critical  buckling  modes  changes  qualitatively.  Using  these  stiffness  values, 


























Winter (1960). Trahair  (1979), Trahair and Nethercot  (1984) and Yura  (2001) examined the stability of 
beams with continuous and lateral restraints through analytical and numerical methods, deriving critical 
lateral  torsional  buckling  moments  and  buckling  modes,  and  determined  the  stiffness  and  strength 
required of  the bracing system  to enforce particular buckling modes.  In analysing a simply‐supported 















methods, expressions  for  the deflected shape, critical moment–restraint stiffness  relationship and the 
stiffness  required  to  force  the beam  to buckle  in between  the bracing nodes  (the  threshold stiffness) 
were derived. 
 
After  presenting  a  summary  of  the  findings  of  McCann  et  al  (2013)  along  with  a  validation  of  the 
analytical results against finite element and numerical continuation methods, the present study extends 
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the  analysis  to  restraints  with  nonlinear  force–displacement  relationships.  The  analysis  is  based  on 
variational principles whereby the total potential energy V of the system is given thus: 
 












where primes denote differentiation  to  the  longitudinal ordinate x, EIz, EIw and GIt are  the minor axis 























































  n n L
xnuu sin ,  (6) 
  n n L
xn sin ,  (7) 
  n n L
xnee sin .  (8) 
 
where un, n and en are the amplitudes of the constituent harmonics of the respective series. Definition 
of  e  in  this  manner  allows  for  any  arbitrary  initial  imperfection  to  be  included  upon  appropriate 
calibration of  the  values of en. Upon  substitution of Eqs.  (6)  to  (8)  into Eq.  (5) and evaluation of  the 




generalized coordinates,  it  is found that there are two classes of buckling mode; an  infinite number of 








In  the  remainder  of  this  section,  analytically‐derived  values  for  critical  moment  are  compared  with 




A  finite  element model of  a beam with discrete braces was developed  in Abaqus  (Abaqus, 2012) by 
Chrysos  (2014), using open‐section B31OS beam elements. Two beams were modelled, a 305×102×28 
UB  section  beam  of  span  6.5 m  and  a  254×146×31 UB  of  span  5.25 m.  Either  three  or  four  lateral 
restraints,  modelled  as  linear  springs,  were  attached  along  the  beams.  Linear  eigenvalue  (buckling) 
analyses were run  for  the cases of  the braces being attached at the shear centre, at the compression 
flange and at a point half‐way in between for a number of different restraint stiffnesses. The modelling 





























In order  to validate  the  results  for deflected shape,  the governing differential equations of  the  linear 
system were formulated  initially using the calculus of variations  (as performed by McCann  (2012) and 
Hunt and Wadee (1998) previously) and normalized appropriately in order to be inputted for analysis by 
the  numerical  continuation  software  AUTO‐07p  (Doedel  and  Oldeman,  1997).  In  order  to  avoid 
computational difficulties associated with  the  restraint stiffness distribution being multi‐valued at  the 






















Two  types  of  nonlinear  restraint  are  examined:  quadratic  and  cubic.  After  substituting  the  force–
displacement  relationship  into  the potential energy  functional of Eq.  (1),  two methods of analysis are 
applied and compared. In the former, the governing differential equations of the system are derived via 
the calculus of variations and appropriate boundary conditions are applied. The numerical continuation 














by  Fourier  series  so  that again  the  amplitudes of  the  constituent harmonics become  the  generalized 
coordinates of the system. However, closed‐form solutions like those found by McCann et al (2013) for 




In  the  present  study,  a  nonlinearity  is  introduced  into  the  model  by  modelling  the  restraints  as 








3)( XCKXXF    (10) 
 
where C2  and C3  are  the nonlinear  components of  the  restraint  stiffness  for  the quadratic  and  cubic 
springs, respectively. Typical force–displacement relationships for quadratic and cubic springs are shown 
in Fig. 4.  It  is  important  to note  that both  force‐displacement  relationships are softening,  i.e., after a 






































































the  potential  energy  functionals  themselves  must  be  fully  continuous  in  order  to  derive  the  first 
variation and  therefore  the  restraint energy  terms outside  the  integrals  in Eqs.  (11) and  (12) must be 
expressed as equivalent continuous functions. To this end, the following substitutions are made  in the 
potential  energy  functionals  for  the quadratic  and  cubic models,  respectively,  for  the  restraint  strain 
energy: 
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ܸ ൌ ׬ ࣦሺݑ, ݑᇱᇱ, ߶, ߶ᇱ, ߶ᇱᇱሻdݔ௅଴    (16)  
The first variation of the energy is given by: 
 
















By  calculating  the partial derivatives, performing  integration by parts, applying appropriate boundary 
conditions  and  imposing  equilibrium  conditions  by  setting  V  =  0  (Hunt  and Wadee,  1998; McCann, 
2012; Pearson, 2014), the coupled governing differential equations of the system are found: 
 








































































With  the  differential  equations  formulated  and  submitted  to  AUTO‐07p,  numerical  continuation 
analyses are run in order to provide solutions for the displacement functions. Pearson (2014) simulated, 
and presented  results  for, a 457 × 152 × 82 UB beam of  span 9.3 m with  from one  to  five  restraints 
attached at  the shear centre  (i.e. a = 0)  for both  the quadratic and cubic models.  In  this section,  the 






unbraced  beam.  Next,  a  two  parameter  continuation  is  run  from  each  of  these  bifurcation  points 









for Modes 1  to 4  for  the unbraced beam  (k = 0) can be observed. Modes 1  to 3,  in keeping with  the 


















































































Mode 3 / 4
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started  from  the Mode 2  / 3  transition,  it  can be  seen quite  clearly  that  initially  the dominant mode 
shape  is the third harmonic; however, when progressing along the equilibrium path and with the  load 
parameter decreasing, the mode shape transitions to one where the first mode is more dominant. This 
can be attributed to the reduction  in energy available  in the formation of the higher harmonics  in the 
superposition of deformation modes.   For the paths started from the Mode 3 / 4 transition, the mode 
shape  is  an  almost  pure Mode  4, with  negligible  displacement  of  the  bracing  nodes.  Since  there  is 
(almost) no node displacement, the influence of the nonlinear component of the bracing stiffness is not 







paths  are  found  to  be  quite  similar  overall.  However,  noticeable  differences  are  apparent  upon 
comparison of the mode shapes, as shown in Fig. 9. The mode shapes for the quadratic model are not 










Rayleigh–Ritz analysis whereby  the displacement  functions u and  are  represented by Fourier  series 
thus, as was done for the  linear analysis of McCann et al (2013).  In the  linear analysis,  infinite Fourier 
series  were  substituted  into  the  potential  energy  formulation  and  closed‐form  expressions  for  the 
harmonic amplitudes were found analytically. For the nonlinear model, however, closed‐form solutions 
are  inhibited by  the analytical complexity of  the problem and  thus AUTO‐07p  is used  to solve  for  the 
harmonic amplitudes numerically; thus, the Fourier series are truncated to a finite number of terms. It 


























































Upon  inclusion  of  the  linear  component  of  the  stiffness  and  running  a  two  parameter  continuation 
tracking the variation of the critical moment with k, moment–stiffness curves are produced as shown in 
Fig.  10.  For  lower  modes  and  at  relatively  lower  stiffnesses,  where  the  truncated  Fourier  series 
approximate  the  full  solution  well,  there  is  good  agreement  between  the  curves  and  those  found 
through direct  solution of  the differential equations. As  the  stiffness and  critical mode  increases,  the 
contribution of higher harmonics to the full solution is more pronounced. Since the truncated series are 






















With  the  inclusion  of  the  nonlinear  stiffness  component,  the  harmonic  amplitudes  are  found  via 
numerical  continuation  and  postbuckling  equilibrium  paths  can  be  extracted.  In  Fig.  11  the  load 
parameter   is plotted against the various harmonic amplitudes un of the Fourier series approximating 
the lateral displacement, with the nonlinear analysis having been initiated from a point along Mode 2 of 
the  linear  analysis  (k  =  0.056  N/mm2)  with  c2  set  at  5  N/mm3.  The  change  in  the  strength  of  the 
harmonics and the dominance of particular modes can be observed from these plots. Initially, at  = 4, 





mode does not  involve any displacement of  the bracing nodes,  it  is not active along  the equilibrium 
path.  It can be  seen  from  the plots  relating  to  the  first and  third harmonics  that  the  response  is not 


































cubic  nonlinear  force–displacement  relationships  has  been  investigated.  The  beam was modelled  as 
simply‐supported with a constant bending moment across  its span and with a rigid cross‐section; thus, 













for  the model  using  linear  restraints with  those  obtained  via  equivalent  finite  element  analysis  and 








the  transition  stiffnesses  between  buckling  modes  were  used  as  initiation  points  for  further 
continuations where the nonlinear component of the restraint stiffness is introduced. 
 
It  is  seen  that  the  degree  of  instability  of  the  resulting  equilibrium  paths  is  generally  linked  to  the 
strength of the nonlinearity since the restraints are modelled as softening springs. It is also seen that as 
the  load reduces, the deformed shapes tend towards the  lower modes. This behaviour  is observed for 
both the quadratic and cubic spring models, but the mode shape  itself tends to be non‐symmetric for 
the  quadratic  model,  while  there  are  antisymmetric  mode  shapes  observed  in  the  cubic  model, 
reflecting their respective responses to negative and positive extension. 
 








There  is  scope  for  further  investigation  of  this  topic,  in  particular  the  influence  of  various  forms  of 
nonlinearity  in order  to model actual  restraint behaviour more accurately such material  inelasticity  in 
metallic bracing members, buckling of members, cracking  in  concrete or various nonlinear composite 
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